Les premiers apprentissages numériques

Les élèves de première année de cycle 3 sont encore nombreux à compter sur leurs doigts alors qu’un objectif majeur du cycle 2 est l’accès au calcul. D’après les recherches les plus récentes en sciences cognitives, il semble possible, dès le cycle 1, de s’appuyer sur des compétences numériques naturelles et précoces pour proposer des activités préparant l’accès au calcul.
En effet, on verra que la complexité de la tâche de comptage opposée à l’immédiateté de la perception globale des petites quantités peut conduire à réorienter des choix pédagogiques au cycle 1. Dans ce qui suit, les chiffres entre parenthèses renvoient à la bibliographie citée à la fin de ce document.
1- Que sait-on aujourd’hui des compétences numériques

a) les compétences numériques avant tout apprentissage scolaire

Précocité de la discrimination perceptive globale des petits nombres

La précocité de la discrimination perceptive globale des petites quantités est établie par diverses expériences (1), en particulier (K. Wynn, 1992) : deux personnages sont présentés sur la scène d’un castelet, puis masqués par un écran tandis que par une trappe, on en retire ou en ajoute un, l’écran se baisse, dévoilant un ou trois personnages au lieu des deux attendus. Par leur réaction de surprise devant les événements impossibles alors que l’événement conforme ne les trouble pas, les bébés montrent, dès 4 ou 5 mois, qu’ils perçoivent que « 1 et 1 ne font ni 1, ni 3 » !

Dès 1982, R. Gelman, E. Spelke, et P. Starkey (2) établissent la précocité de la discrimination perceptive de trois contre deux : les bébés de 6 à 8 mois tournent plus fréquemment et plus longuement le regard vers celle de deux collections dont le nombre d’objets égale le nombre de coups de tambourin (coordination des perceptions visuelle et auditive). En 1999, il a été montré que cette capacité existe aussi chez les singes macaques : on met une à une des pommes dans deux boîtes opaques, sous leurs yeux mais à distance : ils savent choisir celle qui contient plus de pommes (3 contre 2, 4 contre 3, pas au-delà) ; de même, les enfants de 2 ans, dans une variante de l’expérience de conservation piagétienne (Mehler et Bever, 1967), savent, indépendamment des pièges perceptifs, choisir la rangée qui comprend plus de bonbons ! (3)
Prémisses du comptage
Les prémisses du comptage ont été étudiées en 1982 par Gelman et Gallistel (2) : pour mener à bien un dénombrement par comptage, il est nécessaire de coordonner cinq principes :

- ordre stable : toujours les mêmes mots dans le même ordre

- adéquation unique : autant de désignations orales que d’objets indexés

- cardinalisation : le dernier mot prononcé se rapporte à la collection toute entière

- abstraction : chaque objet compte pour un, indépendamment des différences de taille ou de nature

- indifférence de l’ordre d’indexation : on peut compter dans un sens ou l’autre

On note tout d’abord que, dans les diverses expériences rapportées, les enfants de 2 ans et demi qui utilisent une suite de syllabes inventées par eux pour faire semblant de compter (liste « idiosyncrasique ») ont de meilleures performances que ceux qui tentent d’utiliser la liste conventionnelle : il apparaît ainsi que la restitution de celle-ci mobilise une charge cognitive considérable qui pénalise la gestion concrète des quantités par comptage. A 3 ans, 65 %  des enfants maîtrisent le 2ème principe (adéquation unique : autant de désignations que d’objets) et 80 % utilisent toujours la même liste, conventionnelle ou non, mais stable (1er principe : ordre stable). La maîtrise du 3ème principe (cardinalisation) semble plus tardive : 

	n. d’objets / âge
	3 ans
	4 ans
	5 ans

	7 objets
	19 %
	47 %
	80 %

	11 objets
	7 %
	37%
	47 %


Seuls, c'est-à-dire sans aide, 50 % des enfants de 2 ans et demi cardinalisent 2, et 25 % le font pour 3 (peut-être par perception globale avant comptage). Cependant, lorsque sur le rythme de l’indexation des objets que l’enfant compte, l’expérimentateur prend en charge l’énoncé des mots-nombres sans répéter le dernier, le taux de réussite de la cardinalisation monte à 44 % pour des séries allant jusqu’à 20 objets !

Par la mise en scène d’une marionnette « qui apprend à compter ou qui fait des farces », il a été possible, auprès d’enfants de 3 ans, de tester chacun des cinq principes séparément sur des séries allant jusqu’à 20 objets. La marionnette prend en charge l’indexation des objets, l’énoncé des mots-nombres et la conclusion cardinale, mais se livre à diverses facéties. On observe les pourcentages suivants, pour des séries allant jusqu’à 20 objets :
	Age / performance
	Compte exact reconnu
	Erreurs détectées
	Erreurs rectifiées

	3 ans
	96 %
	85 %
	70 %

	4 ans
	99 %
	90 %
	93 %


Il apparaît ainsi que le dénombrement par comptage est une tâche complexe mais que les difficultés rencontrées par les jeunes enfants résultent plus de la charge cognitive nécessaire à la coordination des cinq principes que de la non maîtrise de ceux-ci isolément.
Prémisses du calcul
Gelman et Meck ont proposé un jeu « pareil, pas pareil » : des objets divers sont disposés en nombre égal sur 2 plateaux qui sont recouverts après constat de même quantité, l’un est plateau témoin, tandis qu’on fait subrepticement des transformations portant sur l’autre (échange, retrait ou ajout d’un ou deux objets remis ou pris dans un sac hors de la vue de l’enfant : succès significatif dès 3 ans (au passage, le 4ème principe est testé : abstraction de la nature des objets).
« Les objets dans la boîte » et « les pièces dans la main » (P. Starkey) invitent les enfants à prévoir l’effet de l’ajout ou du retrait d’une ou plusieurs unités :

- 80 % des enfants de 2 ans prévoient l’effet de + 1 ou – 1 pour un nombre compris entre 2 et 4 (probablement par comptage ou décomptage, ou encore en « visualisant » la collection mentalement)
- entre 3 et 5 ans, réussite progressive selon l’âge pour des variations allant jusqu’à 4 en plus ou en moins, pour un nombre initial de 5 ou 6 objets (par affichage sur les doigts et comptage à haute voix).

En conclusion de cette première partie, on peut souligner que les enfants témoignent très tôt de nombreuses compétences du domaine numérique ; n’ayant pas encore le langage qui permet de toutes les exprimer, ils répondent en actes, en manipulant des objets ou en montrant leur surprise dans des situations concrètes pour lesquels l’habillage ludique joue un grand rôle…

b) les compétences des adultes en calcul

Diversité des zones cérébrales activées lors d’un calcul

Par les techniques actuelles d’imagerie cérébrale permettant d’analyser les bases neurales des fonctions cognitives complexes, on sait maintenant que la représentation mentale des quantités et les éléments du calcul additif sont stockés dans la région intra pariétale gauche dédiée au traitement spatial de l’information, en relation avec la mémoire visuelle (région occipitale droite), alors que la comptine numérique est en mémoire sémantique (région occipitale gauche dédiée au langage). Ces diverses régions cérébrales devront être sollicitées conjointement lors des activités numériques afin que s’établissent et se densifient les connexions entre les mémoires spatiale, visuelle, kinesthésique et sémantique. On a pu accéder à ce type d’information en conjuguant 2 techniques d’imageries : l’électro-encéphalogramme  (comparaison des amplitudes des ondes α et β) et le scanner qui permet de mesurer les variations du débit sanguin dans les zones activées.

Un adulte non exercé en calcul mental, met en œuvre une mentalisation du calcul posé (ce qui occupe trop de place en mémoire de travail qui sature à partir de 5 à 9 items) ; il active la zone occipitale gauche usuellement dédiée au langage (l’oralisation du calcul est souvent indispensable). Un adulte exercé procède par décomposition-recomposition plus économique, mentalisant un arbre de calcul et activant la zone pariétale gauche, usuellement dédiée au traitement spatial de l’information. Un Oriental rompu au calcul sur le boulier en mentalise la manipulation (mémoire kinesthésique) et sollicite l’aire occipitale droite, dédiée à la vision.
Observation des acalculies  résultant de lésions cérébrales localisées

Il a été observé qu’une lésion intra pariétale gauche (traitement spatial de l’information) fait perdre la représentation mentale des quantités, le calcul additif et soustractif, tandis que la capacité à multiplier subsiste, alors qu’une lésion intra occipitale gauche (aire dédiée au langage) fait perdre le calcul multiplicatif, tandis que la représentation mentale des quantités subsiste ainsi que le calcul additif et soustractif. Ainsi, les faits additifs relèvent de la manipulation d’images mentales liées à la représentation des quantités sous formes de configurations organisées spatialement : les résultats sont reconstruits en temps réel sans appel à la mémoire des mots ; tandis que les faits multiplicatifs sont « de la mémoire pure » sans représentation mentale des quantités, ni exploitation de relations numériques simples permettant la reconstruction en cas de panne de mémoire.
Il y aurait donc lieu de diversifier les modalités et les supports de calcul, de favoriser la représentation mentale des quantités, la manipulation d’objets réels et les arbres de calcul et surtout  de ne pas « sacraliser » prématurément le calcul posé et son oralisation au risque qu’il devienne la seule procédure disponible, y compris en calcul mental et sur de petits nombres.

2- La dualité comptage – calcul

a) le comptage est nécessaire mais non suffisant

Les activités de comptage sont nécessaires pour 2 raisons : elles permettent l’apprentissage des mots-nombres (comptine numérique) et elles donnent du sens au nombre (dans la vie pratique comme en classe, à l’occasion de jeux, d’activités repères, ou pour résoudre une situation problème, on est amené à dire combien, à garder mémoire d’une quantité, à comparer deux collections, ou encore garder mémoire du rang dans une série…). Le nombre apparaît alors comme un moyen très efficace, tant pour déjouer les pièges perceptifs que pour communiquer, prévoir, et vérifier.

Mais elles ne sont pas suffisantes car, dans la perspective du calcul, elles ne permettent pas de construire une bonne représentation mentale des quantités, notamment la mise en place des repères 5 et 10 si importants pour le calcul (5) : pour se rendre compte de cela, il nous suffit, adultes, de faire la transposition de ces activités numériques en utilisant les lettres de l’alphabet à la place des mots-nombres, et d’analyser les procédures mises en œuvre.
b) des activités permettant l’accès précoce au calcul
En proposant des activités adaptées à l’âge des enfants, l’étendue du champ numérique maîtrisé pour le comptage peut s’accroître  progressivement : jusqu’à 5 ou 6 en petite section, jusque vers la dizaine ou la douzaine en moyenne section, souvent au-delà de la trentaine en grande section. Pour le calcul, usuellement peu valorisé en Maternelle, les relations numériques ne sont perçues spontanément que pour les nombres dont la somme est inférieure à 3 ou 4, et quelques doubles. On peut donc considérer qu’il y a trois domaines numériques emboîtés comme des poupées russes : le plus petit est celui du calcul, inclus dans celui du comptage, lequel est englobé dans un domaine plus vaste où les nombres sont reconnus comme tels, mais sans la structure d’ordre qui permet le comptage. Voyons comment favoriser l’extension simultanée de ces domaines en favorisant l’accès au calcul.
Dire combien
Il est possible de « voir » combien sans recours au comptage ! Pour les très petites quantités, la perception spontanée du nombre est possible. Au-delà, pour des collections organisées, le nombre est perçu sans comptage par référence à des images mentales de configurations particulières (doigts et constellations du dé) ou à de petites sommes mémorisées (« 2 et 2, ça fait 4 », « 3 et 2, ça fait 5 ») : il est important de développer ces compétences qui relèvent déjà du calcul, en augmentant très progressivement les quantités (cf. (5) : utilisation de « cartons-éclair » ou masquage rapide de petites collections, avec propositions quantitatives à valider ou à infirmer et recours au comptage pour vérifier).
Dans les jeux, on utilise souvent un dé. Il est intéressant, en petite section, d’utiliser un dé aux trois premières constellations et, à partir de la moyenne section, de remplacer la face 6 du dé classique par une face blanche (occulter la face 6 à l’aide d’une gommette), les constellations sont ainsi toutes affichables sur les doigts d’une seule main. Le masquage rapide du dé après son lancer conduit à sa « lecture » globale puis à la reconnaissance immédiate des constellations et à la « cardinalisation » sans comptage des collections organisées selon ces constellations.
Pour les nombres compris entre 6 et 10, il est intéressant de favoriser l’image mentale de la décomposition (5 + x) en privilégiant la représentation par « dominos » composés de la constellation cinq à gauche et la constellation x à droite : ceci participe à la mise en évidence des repères 5 et 10, si importants pour la représentation mentale des quantités et l’accès au calcul. On induit ainsi le même ensemble de relations numériques qu’avec les configurations de doigts. Cependant, il utile aussi de reconnaître les « dominos des doubles », car les doubles sont facilement mémorisés par le biais de l’oral (cf. un poème de J. Prévert !).
Dans les classes, on voit souvent des affichages de référence pour les petites quantités (nous parlerons de la bande numérique plus loin). Il y a avantage à introduire plusieurs référents pour la désignation des petites quantités (y compris la quantité nulle, qui permet de donner à 0 sa valeur cardinale) : l’écriture chiffrée bien sûr, les constellations du dé, mais aussi  les configurations de doigts correspondantes, et une collection de référence favorisant la mémorisation du nom du nombre (personnages d’une histoire traditionnelle, d’un album à calculer (7) ou à compter (8)). De six à dix, utiliser les configurations à deux mains et en dominos (5 + x). Pour les nombres pairs, ajouter les « dominos des doubles ».
Au-delà des nombres ainsi reconnus sans comptage, viennent les quantités que l’on sait compter oralement. La mémorisation de la liste des mots-nombres (comptine numérique) se fait progressivement par les comptines traditionnelles et le comptage des présents chaque matin (avec mise en scène d’une marionnette « qui apprend à compter ou qui fait des farces »). Se posent alors deux problèmes : « écrire en chiffres un nombre dit », et inversement : « dire / lire un nombre écrit en chiffres ». L’outil pertinent et bien connu est la bande numérique ((4) et (6)) dont on compte les cases. Il est alors évident qu’il ne faut pas y faire figurer « zéro », car ce nombre n’a pas de sens en regard du comptage ! « zéro » a un sens cardinal (quantité nulle, reste rien, pas d’absent aujourd’hui, etc.) mais « zéro » n’a pas de valeur ordinale (quand on compte, le premier des nombres est « un » !)
Au-delà du comptage « un à un », pour évaluer une assez grande collection il y a avantage, en fin de CP et en CE1, à apprendre à compter « de deux en deux », « de cinq en cinq », voire « de trois en trois ». Avantage évident en fin de CE1, lorsqu’on abordera la notion de produit par l’évaluation de collections organisées en rangées…
Garder mémoire d’une quantité
Pour garder mémoire d’une quantité, il y a bien sûr le nom oral et l’écriture chiffrée des nombres, mais depuis l’Antiquité, des collections témoin ont été utilisées à cette fin : des encoches sur un bâton, des nœuds sur une cordelette, des cailloux dans une bourse (en Latin, « calculi » signifie cailloux), des points marqués comme sur les dés, et… les doigts. Certaines collections témoin sont organisées selon des configurations remarquables qui évitent le recomptage un à un, mettant en évidence des doubles, ou permettant le comptage 5 par 5, voire 10 par 10. Notre système de numération vient de là : nous avons 10 doigts, 5 à chaque main ! …
Ces systèmes sont naturels, spontanément et universellement compris, alors que nom et écriture chiffrée des nombres relèvent d’aspects linguistiques et culturels : la bande numérique est, de ce point de vue, un excellent support (visuel et gestuel) pour apprendre à lire et à écrire les nombres. Cependant, la logique de la formation du nom des nombres (qui n’apparaît vraiment qu’au-delà de 20) n’est pas la logique du calcul ! Pour le calcul, la première dizaine commence à 1 et se termine à 10, la seconde va de 11 à 20 ! Il faut, en cours de grande section, introduire sur la bande numérique, des repères « derrière les 5 et les 10 » (5), et donc éviter de segmenter la bande numérique en « la famille des 20 », « la famille des 30 », etc. ((4) et (6)). La bande numérique ainsi segmentée permet tout autant de mettre en relation l’aspect cardinal et l’aspect ordinal, mais aussi d’apprendre progressivement à se servir des repères 5, 10, 15, 20, etc.… pour se représenter les quantités et trouver rapidement l’écriture chiffrée d’un nombre « sans toujours tout recompter depuis le début ». Dans cette optique (5), le surcomptage n’est utile qu’au-dessus de ces repères, ce qui le limite à quelques unités, affichables sur les doigts d’une seule main. On pense même qu’à terme, le surcomptage pour ajouter 2 ou 3 peut être effectué mentalement.

Pour valoriser le caractère décimal de notre numération (sans encore parler de dizaines et d’unités), il faut rendre logique de compter « par paquets de dix » plutôt que « un à un ». Pour cela, il suffit de proposer d’évaluer une collection d’emblée importante (trop importante pour qu’on puisse tout compter) et de mettre en place un dispositif qui permet de nommer facilement le nombre représenté par les « paquets de dix ». En fin de GS et début de CP, une situation problème telle « les graines dans la boîte » (6) répond à ces objectifs : si, par exemple, cinq enfants ont chacun compté dix graines et s’il en reste encore sept, on dira « il y a 5 paquets de dix et encore 7 », on verra sur la bande numérique (grâce aux repères) que cela s’écrit « 57 », puis que cela se dit « cinquante-sept », alors qu’on ne sait pas compter jusque là ! 
Comparer deux collections
Lorsque la comparaison par évaluation perceptive globale n’est pas évidente, l’adulte dénombre les deux collections et compare les nombres. Le jeune enfant qui n’est pas expert en dénombrement fonde la comparaison sur la seule évaluation perceptive globale, ce qui, sauf pièges perceptifs, permet le plus souvent de conclure juste, surtout pour de petites collections ou en cas de dissymétrie évidente. En cas de doute ou de contestation, il peut recourir à une procédure non numérique : la mise en correspondance par appariement des objets un à un. Il peut être judicieux de faire des appariements de petits paquets qu’on constitue sans compter (paquets de 2 ou de 3, voire de 5), ça va beaucoup plus vite et permet tout aussi bien de dire quelle est la collection la plus nombreuse (et même de combien si la différence est faible). L’objectif est de comparer : il n’est pas nécessaire d’évaluer chacune des quantités.
Garder mémoire de la position dans une série ordonnée
C’est bien sûr l’aspect ordinal qui prévaut ici, et le comptage est, pour une série assez longue, une bonne procédure pour attribuer un rang à un objet ou désigner un objet à l’aide de son rang dans la série. Cependant, pour de petites séries, la perception immédiate du rang est possible (exemple : le 3ème de 5 ou 6…). Il est alors souhaitable de faire obstacle au comptage par  un masquage rapide, avec proposition à valider ou à infirmer et recours au comptage pour vérifier. Penser aussi à faire dire le rang de l’avant dernier d’une série de longueur connue.
Calculer
Dans une situation où il faut prévoir l’effet d’un ajout, ou évaluer le nombre d’éléments de la collection obtenue en réunissant des collections partielles, ou encore compléter une collection à un nombre donné, l’enfant peut, selon l’ordre de grandeur des quantités en présence, selon ses connaissances et en fonction des sollicitations de son entourage, avoir recours soit à des procédures qui relèvent du comptage (cf. (4) : recomptage du tout, surcomptage de la quantité additionnelle ou manquante), soit à des procédures qui relèvent du calcul sans aucun comptage. Pour favoriser ces procédures calcul, il convient (cf. (5)) de faire obstacle au comptage par une « mise en scène » telle carton-éclair ou masquage rapide des objets. Le comptage ne sera alors utilisé que pour vérifier. Les procédures calcul accessibles aux cycles 1 et 2 sont : reconnaître une somme mémorisée, utiliser la connaissance de doubles, reconnaître un double à une unité près, ou encore pratiquer une décomposition-recomposition mettant en œuvre des relations numériques.

A partir de la reconnaissance perceptive globale des quantités 2 et 3, et par les jeux de cartons-éclair, on peut dès la petite section, installer en mémoire trois relations : « 2 et 1, c’est 3 », « 2 et 2, c’est 4 » et « 3 et 1, c’est 4 ». On parle alors de « calcul visuel ». La lecture du dé aux trois premières constellations est immédiate, puisque les quantités correspondantes sont reconnues globalement sans aucun comptage.

A l’occasion des jeux dans lesquels il faut utiliser un dé, il est intéressant en moyenne section de remplacer le lancer du dé usuel par le lancer simultané de 2 dés aux trois premières constellations, cela permet de réinvestir le « calcul visuel » de petite section et d’apprendre deux nouvelles sommes : « 3 et 2 », « 3 et 3 ». L’affichage sur les doigts des quantités sous 5 est développé parallèlement, accompagné et renforcé par la comptine « voici ma main, elle a cinq doigts … », c’est alors du « calcul digital ». A cet âge, on peut aussi remarquer qu’ajouter 1 donne pour résultat le nombre suivant dans la comptine.
En grande section, avant d’aborder de nouvelles relations numériques, tout ce qui précède doit être repris, renforcé, consolidé au plan visuel et au plan kinesthésique, abondamment oralisé pour permettre la mémorisation définitive. Il faut aussi compléter les affichages de référence des quantités de six à dix (utiliser les configurations à deux mains et en dominos (5 + x) ; pour les nombres pairs, ajouter les « dominos des doubles »). Ensuite, connaissant par exemple le double de 3, on peut, par de simples manipulations de jetons, « visualiser » (en modifiant la disposition des jetons) que « 4 et 2, c’est comme 3 et 3, donc 6 », et que « 4 et 3, c’est 1 de plus, donc 7 » (« calcul visuel » et « calcul sur des objets » (5)). A l’occasion des jeux dans lesquels il faut utiliser un dé, il est intéressant en grande section de remplacer le lancer du dé usuel par le lancer simultané de 2 dés aux cinq premières constellations et une face blanche, cela permet de compléter le « calcul sous dix » en reproduisant les constellations avec des jetons qu’on reconfigure ensuite sous la forme (5 + x). Surtout, ne pas induire le comptage des points un à un : il est plus intéressant d’inciter à faire « de tête » la manipulation ! Enfin, le  « calcul digital » (à deux mains, maintenant) permet d’installer les repères 5 et 10, et de mettre en mémoire (kinesthésique, visuelle et sémantique) les dix dernières relations qui suffisent au calcul sous dix : chaque affichage sur les doigts des deux mains visualise deux informations : le supplément à 5 et le complément à 10. Il ne reste plus que (6 + 2), (6 + 3) et (7 + 2) qui, par affichage sur les doigts, se lisent comme (5 + x).
Il est fondamental de se convaincre qu’au terme de cet enchaînement d’activités proposées en progression sur les trois années de maternelle et sollicitant les diverses aires cérébrales mobilisées pour le calcul, ces procédures faisant appel à des images mentales directement mobilisables, sont d’un « coût cognitif » sensiblement moindre que les procédures de surcomptage. Nous, adultes, sommes tentés de préférer ces dernières du seul fait que nous y avons été abondamment exercés, et sans alternative. Il ne faudrait pas que cette « familiarité » trompe ici notre jugement !  
Au CP, tout ceci devra être « réactivé » sans faire l’économie de réelles manipulations (« calcul sur des objets »). Manipuler des jetons par exemple, en réorganiser la disposition de diverses manières, et décrire oralement à l’aide des nombres tant la situation initiale, que la disposition modifiée et le résultat qu’elle permet de reconnaître. Après cela, et après seulement, on écrit les relations numériques à l’aide des signes + et =, en les décontextualisant progressivement des situations concrètes dont elles sont issues.
On passera du calcul sous dix au calcul sous vingt à l’occasion de situations additives concrètes en mettant en scène deux enfants qui montrent chacun sur ses doigts une des quantités. Ainsi apparaît très visuellement que, par exemple, le calcul  de (8 + 7) se ramène à celui de (3 + 2) du fait que « les deux 5 font 10 », le résultat est alors (10 + 5), soit 15. Il faut effectivement mimer à quatre mains pour prendre conscience de la simplicité de ce « calcul digital » !  Si un seul enfant montre sur ses doigts la première quantité, par exemple 8, les deux doigts baissés visualisent le complément à 10, induisant ainsi le premier terme de la décomposition du nombre que l’on ajoute. Ainsi apparaît une deuxième procédure de calcul sous vingt : le passage par le relais 10. Le travail direct sur les relations numériques et la représentation en « arbre à calcul » peuvent venir ensuite, d’abord dans l’intention de traduire à l’écrit ces calculs digitaux, puis de les imaginer, et enfin … de s’en passer ! C’est exactement le « calcul réfléchi » tel qu’il est décrit dans les documents d’application du cycle 2.

On voit à l’occasion de cette étude du calcul sous vingt, l’importance de la mise en place précoce des repères 5 et 10 dès la maternelle, par les jeux de « montrer sur ses doigts sans compter » et l’utilité de segmenter la bande numérique comme indiqué plus haut. Enfin, rappelons encore une fois que l’apprentissage précoce du calcul s’effectue sur de petites quantités d’objets réels, manipulables, déplaçables pour imiter des  configurations visuellement mémorisées, en  montrant sur ses doigts, en dessinant, en utilisant oralement les nombres pour décrire les manipulations et légender les dessins….
c) repères pour une progression aux cycles 1 et 2

Les programmes de 2002 mettent en avant, pour la maternelle :

- utiliser des procédures non numériques pour comparer 2 collections ou constituer une collection équivalente à une autre

- reconnaître globalement (et nommer) de petites quantités (jusqu’à 3 ou 4) ou des collections organisées en configurations connues (configuration de doigts et constellations du dé)

- résoudre de petits problèmes concernant de petites quantités et leurs variations en manipulant des objets réels, en utilisant les nombres pour décrire cette manipulation, …et ne citent qu’ensuite :

- connaître la comptine numérique jusqu’à 30 au moins

- l’utiliser pour dénombrer une collection

- utiliser la file numérique pour reconnaître l’écriture chiffrée des nombres.

Pour le cycle 2, on trouve en préambule : « la compréhension des nombres, notamment de leur écriture chiffrée (numération décimale) et le calcul mental sous toutes ses formes (calcul réfléchi et résultats mémorisés) constituent des objectifs prioritaires ». Il est recommandé de privilégier dans un premier temps le caractère « décimal » de notre numération (favorable au calcul réfléchi) et d’en différer le caractère « positionnel » (nécessaire seulement pour la mise en place du calcul posé). Par ailleurs, il est recommandé de différer l’apprentissage du calcul posé au bénéfice du calcul réfléchi qui reste le moyen privilégié au cycle 2, de calculer une somme, une différence, voire un produit.
Ce tableau résume les étapes d’une progression de la PS au CP :
	
	Perception globale

« calcul visuel » puis « digital »
	Comptine numérique

Dénombrement un par un

puis par dizaines

	PS
	Sous 3 puis 4
	Jusqu’à 5 ou 6

	MS
	Sous 5 puis 6
	Jusqu’à 10 ou 12

	GS
	Sous 10, repère 5
	Jusqu’à 30 au moins

	CP
	Sous 20, repère 10
	Jusqu’à 69 au moins


3- La résolution de problèmes en cycles 1 et 2

a) des situations aux problèmes

Dans la vie d’une classe de l’école maternelle, la plupart des activités proposées peuvent occasionnellement permettre l’exercice et le transfert de compétences du domaine numérique, cependant, celles qui les mobilisent plus spécifiquement sont les jeux mathématiques, les situations problèmes, et les activités repères. Elles fournissent des contextes concrets qui font sens aux apprentissages qui se développent à ces occasions. Dans un domaine numérique adapté à l’âge des enfants, des situations additives concrètes fondent le sens des opérations d’addition et de soustraction par le mime et la manipulation d’objets réels (donc déplaçables).
La notion de somme prend sens dans les situations où l’on réunit deux collections (combien en tout ?), celles où une quantité augmente (prévision de l’état final), et celles où l’on compose deux augmentations (recherche de la variation résultante), mais aussi celles où après diminution, on recherche l’état initial ou encore celles où l’on recherche l’effet cumulé de deux diminutions.

La notion de différence prend sens dans les situations de comparaison de deux quantités (ce que l’une a de plus ou de moins que l’autre), celles où l’on complète une collection pour atteindre un nombre donné (ce qui manque), celles où l’on retranche une quantité donnée d’un tout connu (ce qui reste), mais aussi celles où, après augmentation, on recherche l’état initial ou la variation, et enfin celles où l’on partage un tout donné en deux quantités dont l’une est fixée à l’avance.
On aura reconnu la classification simplifiée des problèmes additifs proposée par G. Vergnaud. Il est clair que toutes ces situations sont additives au sens où elles relèvent toutes de l’équation a + b = c dans laquelle deux des trois nombres sont connus, l’inconnu pouvant être l’un quelconque des trois. En ce sens, les situations additives peuvent conduire aussi bien à des problèmes d’évaluation d’une somme qu’à celle d’une différence, alors que le contexte, les mots inducteurs peuvent orienter vers le mauvais choix !

b) les 4 niveaux de résolution d’un problème arithmétique

On distingue 4 niveaux de résolution d’un problème, ces niveaux sont fortement corrélés au mode d’appropriation des situations dont l’enfant est capable. Les transitions d’un niveau au suivant supposent une abstraction progressive tant au plan de la représentation du problème que de la procédure de résolution (on ne parle ici, pour les cycles 1 et 2, que des problèmes additifs au sens précisé ci-dessus, dont la maîtrise est un objectif majeur du cycle 2) : 
- Niveau 1 : situation réellement vécue, manipulation des objets réels par tâtonnement et ajustement, réponse en actes, validation non numérique par confrontation au concret

- Niveau 2 : situation se rapportant au vécu, évoquée oralement ou par une image, manipulation d’objets figurant les objets réels, utilisation orale de nombres pour décrire la manipulation et exprimer la réponse, validation non numérique par confrontation au concret
- Niveau 3 : situation éventuellement fictive, évoquée oralement ou par un texte narratif, dessin puis schéma représentant les objets, codage de la manipulation que l’on ferait si l’on disposait d’objets à manipuler (cocher, entourer, barrer, faire des flèches…), utilisation écrite des nombres pour légender le schéma, de relations numériques pour décrire la manipulation et de nombres écrits pour exprimer la réponse, validation par la confrontation au concret.
- Niveau 4 : situation éventuellement fictive, évoquée par un texte narratif, traitement numérique direct des données pertinentes et production du résultat par un calcul « réfléchi », validation par cohérence de la procédure ou par un schéma, voire par la confrontation au concret. 
c) de la manipulation à la schématisation puis au traitement numérique
En PS et MS, seul le niveau 1 semble accessible : manipulation des objets réels. En GS, le niveau 2 est « proximal » : manipulation de jetons ou autres objets figurant les objets réels. Même en Maternelle, le comptage n’est pas la seule procédure de résolution possible : pour de petites quantités ou de petites variations et des ordres de grandeur adaptés à l’âge des enfants, il possible d’inciter à une anticipation numérique visuelle de type calcul, sur les objets réels ou les objets les figurant,  et de réserver le comptage à la vérification.

En CP, on se donne pour objectif  de passer du niveau 2 au niveau 3. Il est important de remarquer qu’il faut vraiment passer par le niveau 2 pour accéder au schéma, à défaut de quoi les enfants chercheront à donner une représentation fidèle de la réalité concrète en produisant un dessin figuratif de celle-ci, au lieu d’un schéma sur lequel on pourrait introduire les écritures numériques.
Les signes + et = ne sont introduits qu’au CP (le signe – l’est au CE1, parfois au CP). Néanmoins, des écrits numériques sont possibles avant de disposer de ces signes : les nombres peuvent être écrits dans des étiquettes dessinées sur le schéma. En effet, légender numériquement le schéma est une étape vers le niveau 4, celui du traitement numérique direct des données du problème. Pour les situations de réunion ou de partition de collections, on utilisera un schéma de type « ensembliste » avec des étiquettes nombre, et pour les situations de variation d’une quantité, on utilisera des déplacements sur la bande numérique pour aboutir à une représentation avec flèche et opérateur (schéma de type « fonctionnel »)
En fin de CE1, l’objectif est bien l’accès au niveau 4, mais le travail au niveau 3 peut être nécessaire pour induire le traitement numérique : c’est plus fiable que la recherche de mots inducteurs dans l’énoncé pour « savoir quelle opération il faut faire » car ceux-ci sont parfois trompeurs. En schématisant, on aura sollicité une réelle représentation mentale du problème. Le recours au schéma permet aussi d’argumenter le choix d’un calcul et d’en vérifier le résultat.
Appendice : Procédés d’évaluation de sommes et de différences

Il s’agit de réaliser le passage du comptage au calcul (c’est un des objectifs majeurs du cycle 2), en mettant en place des techniques dites de « calcul réfléchi » qui seront entretenues et renforcées au cycle 3 en tant que stratégies de calcul mental. Il faut distinguer cela de la mentalisation de techniques relevant du comptage que les enfants continuent volontiers d’utiliser, le plus souvent à l’insu de l’enseignant, alors que la consigne est explicitement de calculer ! Néanmoins, il n’y a pas lieu de se précipiter à « faire poser l’opération », au risque de développer des automatismes au détriment de la compréhension. De plus,  il est tout à fait inutile de « poser l’opération » pour ajouter ou retrancher un nombre inférieur à 10, l’intérêt de cette pratique n’est sensible qu’en présence de deux nombres de deux chiffres. Ainsi, la technique usuelle d’addition « posée en colonne » n’est introduite qu’en fin de CP (pour des nombres de deux chiffres), et celle de soustraction, en CE2 seulement, alors qu’on écrit et qu’on calcule des sommes et des différences depuis longtemps ! Comment ?
On a vu précédemment des étapes de « calcul visuel », de « calcul digital » et de « calcul sur des objets » qui permettent la mémorisation de ce qu’on nomme la table d’addition. En cas de panne de mémoire, ces techniques permettent de « recalculer » au lieu de compter sur ses doigts.

Le calcul réfléchi qu’il faut favoriser se distingue du calcul mental par le fait que les données et le principe du calcul peuvent être l’objet d’une trace écrite : « arbres à calcul » ou schématisation de déplacements sur la bande numérique.

Pour une somme, les procédés les plus efficaces reposent sur une décomposition « bien choisie » suivie d’une recomposition « plus commode » : complément à la dizaine et addition du supplément, ou calcul dissocié sur les dizaines et les unités.
Pour une différence, on peut se référer à une somme connue, ou bien calculer « en avançant » ou « en reculant », avec si besoin étape à la dizaine intermédiaire. On peut aussi combiner retrait et ajout (pour retrancher 7, il est commode d’ajouter 3 puis de retrancher 10).

En fin de CP, l’introduction de l’algorithme usuel d’addition peut se faire commodément à partir du « Jeu du Banquier » ((4) et (9)), en cumulant les gains des joueurs de chaque groupe : les manipulations de groupement et d’échange permettent d’emblée de traiter des sommes de plusieurs nombres de deux chiffres sans que les « retenues » ne posent de problème particulier, puisque la règle du jeu du Banquier est concrètement identique à celle de la retenue. Cette situation problème était à l’origine conçue pour mettre en place le caractère positionnel de la numération décimale par la pratique d’échanges de 10 jetons valant 1 contre un jeton valant 10, les valeurs étant codées par des couleurs.
Un piège pédagogique fréquent au CE1, alors qu’on ne dispose pas encore de technique opératoire posée de soustraction, est de faire poser en colonnes une « addition à trou » : cela présente le risque de voir apparaître le calcul dissocié de l’écart des chiffres de même rang, ce qui provoque une erreur qu’on qualifie à tort « d’oubli de la retenue ». Néanmoins, pour vérifier une évaluation de différence, il est tout indiqué d’effectuer l’addition « inverse ». Un autre « piège pédagogique » au CE1 : la technique de soustraction connue sous le nom de « technique naturelle » qui consiste à rompre des groupements pour « faire de la monnaie, lorsqu’il en est besoin ». Simplicité et succès dans l’immédiat, mais difficultés réelles plus tard, par exemple dans l’exécution d’une division. L’algorithme usuel mis en place en CE2, repose sur un tout autre principe : « la différence reste inchangée quand on ajoute un même nombre à ses deux termes ». La compréhension et la mise en œuvre de ce principe en calcul réfléchi se font à partir de translations d’écarts sur la bande numérique (la mentalisation de ce procédé fournit de plus une procédure efficace en calcul mental, par exemple : 3564 – 1997 = 3567 – 2000 = 1567, on a ajouté 3 aux deux termes de la différence, ce qui est bien plus simple que de « poser l’opération » !). Certains auteurs proposent, avant la technique usuelle de soustraction, des techniques originales qui renforcent ce principe clé : « la course à zéro » et la « technique russe ». Mais rappelons ici que les programmes de 2002, comme les précédents d’ailleurs, réservent au cycle 3 la mise en place des techniques opératoires de multiplication, soustraction et division !
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